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Resum – En aquest treball es presenta la realització 
d’un projecte de control d’una planta tipus Ball and 
Plate. L’objectiu consisteix en controlar la posició d’una 
bola damunt d’una plata.  
Realitzant el modelat del sistema s’ha observat que el 
sistema presenta un comportament no lineal i és de 
tipus MIMO. En base al model obtingut s’han dissenyat 
dos tipus de controladors diferents, un de tipus lineal i 
l’altre no lineal. Per tal de verificar el correcte 
funcionament dels algoritmes de control dissenyats, 
aquests s’han implementat en una planta ball and plate. 
I per poder analitzar l’evolució de les diferents variables 
d’aquesta planta s’ha programat una interfície de 
visualització per PC.   
Els resultats obtinguts demostren que els controladors 
dissenyats regulen la posició de la bola en les seves dos 
coordenades, aconseguint d’aquesta manera que davant 
unes referències de tipus graó situïn la bola en la posició 
correcta amb un error estacionari zero. 
 
Paraules clau – Ball and Plate, Linealització 
aproximada, Linealització per realimentació, Modelat, 
Implementació, Interfície, FLEX-ERIKA. 
 
I. INTRODUCCIÓ 
El sistema ball and plate és uns sistema no lineal i 
multivariable. Per tant es tracta d’una planta complexa i la 
qual en llaç obert presenta una dinàmica inestable. 
L’objectiu de control per aquest tipus de plantes consisteix 
en regular la posició d’una bola sobre una plata, de manera 
que fixant una posició de la plata, la bola s’hi col·loqui 
damunt en un temps finit i error estacionari zero.  
Per tal d’assolir aquest objectiu de control, en aquest 
present treball, s’han realitzat el disseny de dos tipus de 
controladors diferents. El primer consisteix en un 
controlador lineal el qual utilitza realimentació d’estats. I el 
segon consisteix en un regulador no lineal el qual utilitza 
linealització per realimentació (feedback linearization). 
L’enginyeria de control és un camp multidisciplinari, en el 
desenvolupament d’aquest projecte s’han tractat temes 
com: el modelat físic del sistema, la programació de 
dispositius digitals, teoria de control, entre altres temes. A 
continuació s’enumeren les principals tasques realitzades: 
 Modelat del sistema. Aquesta tasca consisteix en 
extreure les equacions diferencials que dictaminen el 
comportament dinàmic del model. 
 Estudi del model obtingut. En aquest punt s’han 
realitzat simplificacions en el model per tal de 
simplificar el disseny del control. També s’han estudiat 
propietats del sistema com són: la estabilitat, la 
controlabilitat i l’observabilitat. 
 Implementació del control en la planta. Aquest punt 
contempla la programació del algoritme de control en 
un dispositiu digital. A partir de la informació que rep 
dels sensors i utilitzant la llei de control, aquest 
dispositiu, actualitza les consignes dels actuadors per 
tal del que realitzin el control. 
 Desenvolupament d’una interfície de supervisió per 
PC. Per tal de poder visualitzar com evolucionen les 
diferents variables de la planta s’ha dissenyat una 
interfície la qual mostra gràfics de la posició de la bola.  
En la següent secció d’aquest treball es troba descrita la 
plataforma experimental utilitzada, aquesta rep el nom de 
“Amazing Ball”. Un cop definida aquesta planta és troben 
descrites les tasques ja enumerades. Tot i ser exposades en 
forma seqüencial es podrà observar que existeix una 
interdependència entre elles. Seguidament es mostren els 
resultats experimentals obtinguts. I finalment el punt IX 
conte les conclusions. 
 
II. DESCRIPCIÓ DEL SISTEMA 
La plataforma experimental “Amazing Ball”  consisteix 
amb una planta de tipus ball and plate, aquesta ja incorpora 
el hardware necessari per realitzar el control, els seus fins 
són educatius i ha estat dissenyada per l’empresa Evidence 
Srl,. La present maqueta es pot observar en la Figura 1.  
Per tal de simplificar l’explicació dels diferents elements 
que la conformen s’han agrupat en dos grups: estructura 
física de la planta i hardware.  
A. Estructura física de la planta 
El sistema consisteix en una plata la qual pivota respecte el 
seu punt central, de manera que la inclinació de la plata pot 
ser regulada en dos direccions perpendiculars. Per variar la 
inclinació de la plata s’utilitza un servomotor per a cada 
direcció. Els servomotors utilitzats són del model HS-311 
de la marca Hitec. La posició angular del servomotor es 
transmesa a la plata mitjançant un element d’unió el qual 
consisteix en tres barres unides seqüencialment mitjançant 
dos  articulacions rotatives.  
 
 
Figura 1: Plataforma experimental Amazing Ball 
La posició de la bola es captada mitjançant una pantalla 
tàctil dela marca Hantouch resistiva. Aquesta es una 
pantalla resistiva de quatre cables, situada damunt de la 
plata i presenta unes dimensions de 215x160mm. Finalment 
la bola utilitzada és una bola totalment esfèrica amb un radi 
de 15 mm de radi i una massa de 0.2kg.  
B. Hardware  
En la realització del projecte s’han utilitzat quatre plaques 
FLEX. La estructura que presenten consisteix en  una placa 
principal, anomenada FLEX-Light, que inclou un 
microcontrolador dsPIC® DSC dsPIC33FJ256MC710 de 
Microchip Technology Inc,. Utilitzant una connexió de 
tipus piggybacking el sistema conté una placa anomenada 
FLEX-Demo2, les seves funcions consisteixen en adquirir 
la informació provinent de la pantalla tàctil i en contenir 
slots per acoblar plaques tal d’augmentar la funcionalitat 
del sistema.  
La tercera i quarta placa utilitzades estan col·locades amb 
piggybaking sobre la FLEX-Demo 2. La funció de la 
tercera consisteix en condiciona el voltatge a la tensió 
d’alimentació dels servomotors i transferir-lo a aquests. Per 
altra banda la quarta placa inclou un connector RJ-45 i un 
Microchip ENC28J60 per tal de facilitar les comunicacions 
utilitzant Ethernet 10Base-T. 
 
III. MODELAT DEL SISTEMA 
L’objectiu d’aquest punt és extreure les equacions 
diferencials del sistema per tal d’obtenir el model 
matemàtic. La dinàmica de la bola es veu afectada per les 
condicions inicials que aquesta presenta i per la posició i 
velocitat angular que adopta la plata. El moviment és 
transmès a la plata mitjançant les articulacions de tres 
barres articulades, i aquestes són accionades pels 
servomotors. Per tant la dinàmica de la bola es veu afectada 
per: el sistema plata/bola, la relació de transmissió de les 
barres articulades i finalment per la dinàmica dels 
servomotors. A continuació es detallen i modelen aquestes 
tres parts per separat. Un cop definits els models per separat 
en l’últim punt es realitzen un conjunt de simplificacions 
per tal que el sistema resultant no sigui excessivament 
complexa. 
A. Sistema Plata/Bola 
En aquest punt s’estudia com la posició i velocitat angular 
de la plata afecta a la posició de la bola, en la realització 
dels càlculs es pren com a referència on s’utilitza el mètode 
de Lagrange[1],[5]. Les equacions diferencials resultants 
són: 
    
  
  
          
                  
    
  
  
         
                     
On x i y corresponen a la posició de la bola envers la taula 
en metres. Els angles α i β representen la inclinació de la 
plata en radians. La massa, el radi i el moment de inèrcia de 
la bola estan expressats com       i   , respectivament. 
Finalment g correspon a l’acceleració gravitatòria terrestre.  
En el modelat d’aquesta part del sistema s’han assumit les 
següents premisses: la bola és completament esfèrica, el 
fregament entre la bola i la plata és negligible, la bola i la 
planta estan sempre en contacte  i la bola no patina.  
Degut al limitat rang d’inclinació que presenta la plata, s’ha 
comprovat experimentalment que les velocitats angulars 
tenen un efecte negligible en la dinàmica resultant [4].  Per 
tant es simplifica el model, quedant com a resultant el 
següent: 
    
  
  
              
    
  
  
               
 
B. Barres articulades 
El sistema està format per dos conjunts de barres 
articulades un per a cada direcció. Aquests es poden veure 
ressaltats en color vermell en la Figura 2. Cada un d’ells té 
un extrem fixat a la sortida d’un servomotor i l’altre extrem 
fixat en la plata.  
 
Figura 2: Esquema de l’estructura de la part física de la 
plataforma experimental Amazing Ball, en direcció x. En vermell 
estan ressaltades les barres d’unió entre el servomotor i la plata. 
La relació entre els angles dels servomotors i els angles 
d’inclinació de la plata es detallen a continuació: 
                
              
α és l’angle d’inclinació en coordenada x, expressat en 
radians, β es l’homòleg en coordenada y [2]. 
Les dimensions de les barres són idèntiques per les dos 
direccions, però varia la distancia del centre al punt d’unió 
de l’extrem el qual va fixat a la plata. Aquest es el motiu 
pel qual les expressions varien entre elles. 
C. Servomotors 
Els servomotors són els actuadors que permeten modificar 
la posició de la plata. Consisteixen en un motor DC, una 
reducció i un sistema de control el qual realitzar un control 
de la posició angular. Les principals característiques que 
modelen el servomotor HS-311: 
 Error estacionari zero. Per tant la funció de 
transferència que aproxima el seu comportament, 
presenta guany unitari. 
 En les seves especificacions es determina que davant 
un canvi de consigna de 1.02 radians, el servomotor 
trigarà 0.15 segons en realitzar aquesta variació. Com a 
conseqüència, els pols de la funció de transferència 
resultant han de presentar una part real negativa 
inferior a -25.   
 La consigna es fixa mitjançant una senyal de tipus 
PWM (Pulse-Width Modulation) la qual pot presentar 
una duració compresa entre 1ms i 2ms. S’ha de 
transmetre amb una freqüència de 50Hz, per tant la 
consigna que rep el servomotor només pot ser variada 
cada 20ms. Aquesta propietat es modela com un 
“Sample&Hold” d’ordre zero i període 20 ms.  
 La posició angular adoptada pel servomotor està 
compresa entre -0.785 i 0.785 radians. Per tant la 
sortida satura a aquestes posicions angulars. 
Per tant el servomotor es modela com un “Sample&Hold” 
de període 20 ms, seguit d’una funció de transferència amb 
guany unitari i on els pols presenten una part real negativa 
inferior a -25. Finalment es troba una saturació amb un 
límit inferior de -0.785 radians i un límit superior de 0.785 
radians. 
D. Simplificacions en el model 
La combinació dels diferents models obtinguts per separat 
esdevenen un model altament no lineal i complex. A 
continuació es realitzen un conjunt de simplificacions per 
tal de simplificar el model del sistema. 
El llaç de control de posició que implementa el control del 
servomotor és un llaç intern del sistema, ja que el llaç 
extern correspon al control de la posició de la bola. Per tal 
que el sistema sigui estable, la dinàmica del llaç extern ha 
de presentar una dinàmica més lenta, i si els pols d’aquest 
són com a mínim deu vegades més lents que els del llaç 
interns, aquets últims es poden menysprear en la dinàmica 
final del sistema[6]. Per tant si els pols imposants en el llaç 
extern tenen part real superior a -2.5, la funció de 
transferència del servomotor pràcticament no influeix en la 
dinàmica i no es té en compte.  
El control del llaç extern és realitzat per un dispositiu 
digital, el període de treball de la tasca que actualitza 
l’acció de control s’ha fixat a 40ms. Degut al període dels 
servomotors es de 20ms, aquests mantenen la mateixa 
consigna durant dos períodes. 
La saturació només afecta al transitori ja que l’objectiu de 
control es mantenir la posició en una posició en concret, per 
tal de que aquest objectiu es compleixi els angles han 
d’estar inclinats 0º. 
Assumint les restriccions del control esmentades, els 
efectes dels servomotor es menyspreen. 
Els efectes de les barres mòbils consisteixen en un guany i 
un offset, no determinen la dinàmica del model ball and 
plate, solsamènt s’han de tenir en compte els seus efectes al 
calcular la consigna necessària a transmetre als servomotors 
per obtenir l’angle d’inclinació de la plata desitjat. Per tant  
en aquest projecte només s’utilitza per acondicionar la 
senyal dels servomotors. 
Aplicant les consideracions esmentades el model resultant 
de la planta coincideix amb el model de la part “Sistema 
plata/bola”. 
 
IV. ESTUDI DEL SISTEMA 
Per tal d’expressar el sistema obtingut en l’espai d’estats 
s’adopten les posicions x i y i les velocitats en component x 
i y, com a variables d’estat del model. Les variables α i β, 
les quals corresponen als dos angles d’inclinació de la plata, 
són les entrades del sistema . Aquest queda expressat com: 
       
             
       
             
La variable d’estat    representa la posició x de la bola, la 
variable    la velocitat lineal en component x, la variable 
   la posició en component y, la    la velocitat en 
component y. Les variables   i    representen els angles de 
inclinació α i β, respectivament. k es un valor constant el 
qual es calcula com: 
  
    
 
  
    
 
Aproximant el moment d’inèrcia de la bola com a    
 
 
    
 , s’obté que k pren un valor constant de 0.714 i no 
depèn directament ni del radi ni de la massa de la bola.  
Els sensors del sistema permeten captar la posició x i y del 
sistema, per tant els estats   i    són directament 
observables. 
S’observa com el sistema obtingut és un sistema complex. 
El seu comportament és de tipus no lineal, existeix un sinus 
d’una entrada..  
V. DISSENY DEL CONTROL 
En aquest punt es detallen els procediments realitzats per tal 
de dissenyar els dos algoritmes de control amb una 
dinàmica genèrica.  
El control es calcula utilitzant un dispositiu digital. La 
freqüència en que s’actualitzen les accions de control es 
fixa a 25 Hz, s’ha comprovat que aquesta freqüència es 
suficientment ràpida pels pols que es volen implementar en 
el sistema. Un altre criteri pel qual s’ha adoptat aquesta 
freqüència és que la freqüència en la qual actualitzen la 
consigna els actuadors és múltiple de l’escollida, en 
conseqüència es mes simple la planificació de les tasques. 
A. Control per realimentació d’estats 
Per poder utilitzar tècniques de control de sistemes lineals, 
com la realimentació en l’espai d’estats, és necessari 
realitzar una linealització del model obtingut. Aquest és 
linealitza aplicant linealització aproximada al voltant d’un 
punt d’equilibri natural.  
Un punt d’equilibri natural és aquell punt on un cop es situa 
l’estat, aquest es manté invariable al llarg del temps. Les 
entrades del sistema prenen un valor nul. Una condició 
necessària i suficient per a que un punt sigui considerat un 
punt d’equilibri natural és que la derivada de les variables 
d’estat han de presentar un valor nul [3]. 
El càlcul dels punts d’equilibri del sistema té els següents 
resultats: 
         
                
         
                
De manera que el sistema es troba en un punt 
d’equilibri natural sempre i quan la velocitat, 
l’acceleració i les entrades del sistema siguin nul·les. 
Que les entrades siguin nul·les implica que els angles de 
la plata prenguin un valor de 0 radians. Si es compleixen 
aquestes dos condicions la bola romandrà en la posició 
que es trobi indefinidament.  
Un cop determinats els punts d’equilibri, es realitza una 
linealització aproximada al seu voltant. Aquesta es 
vàlida sempre i quan es treballi en uns valors pròxims al 
punt d’equilibri pel qual ha estat linealitzat el sistema. 
La linealització aproximada s’obté calculant el Jacobià 
del model i posteriorment es substitueixen amb els 
valors del punt d’equilibri  El sistema linealitzat al 
voltant d’un punt d’equilibri és: 
    
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
  
   
 
 
 
 
   
   
 
El sistema resultant ja no està acoblat, cada entrada 
influeix només a la seva sortida. Per tant el sistema ha 
estat linealitzat i desacoblat realitzant les operacions 
realitzades. Cal remarcar que la linealització és vàlida 
únicament al voltant del punt d’equilibri. 
La dinàmica per les dos coordenades es equivalent, degut 
aquest factor a continuació és treballa amb la dinàmica de 
la coordenada x. Els resultats obtinguts són extrapolaves 
per la coordenada y. El sistema per la coordenada x està 
descrit en la següent expressió: 
    
  
  
    
 
   
   
            
El sistema és marginalment estable ja que presenta els 
valors propis de la matriu A són         . 
El sistema discretitzat, amb un període de 40ms, per la 
coordenada x de la planta dona com a resultat: 
      
     
  
    
       
     
   
           
La tècnica utilitzada per dissenyar el control consisteix en 
realimentació d’estats. La senyal de control es calcula com: 
      
On u es la senyal de control, K la matriu de realimentació 
d’estats i x el vector d’estats. La matriu K en aquest treball 
es calcula mitjançant la formula d’Ackermann.  
En l’anterior expressió s’observa que per dur a terme aquest 
tipus de control es necessari disposar de tot el vector 
d’estats. El sistema directament només pot observar l’estat 
que correspon a la posició per tant, es precisa dissenyar un 
observador d’estats el qual permeti estimar el valor de la 
velocitat. L’observador dissenyat és d’ordre màxim i de 
tipus predictor. L’estat reconstruït mitjançant l’observador, 
ja considerant que el control és de tipus digital, queda 
definit com: 
                           
Φ es la matriu A del sistema discretitzada, Γ correspon a la 
discretització de la matriu B, C és la matriu d’observació i 
   és la matriu de guany de l’observador. Com s’ha tractat 
en l’apartat de modelat, per tal de que els pols dels 
servomotors es puguin menysprear, els pols imposats en el 
sistema han de presentar una part real negativa compresa 
entre [-2.5,0). L’estimador elimina l’error d’estimació 
segons la dinàmica que li fixa la matriu de guany de 
l’observador. Els pols que determinen la dinàmica de l’error 
d’observació s’han fixat amb el mateix valor que els de la 
dinàmica dominant del sistema, -2.5. La literatura [2], 
recomana que aquests presentin una dinàmica propera als 
pols dominants del sistema quan la senyal provinent dels 
sensors té soroll.  
Per tal d’aconseguir que el sistema davant entrades de tipus 
graó presenti error estacionari zero, es modifica el càlcul de 
l’acció de control, quedant de la següent forma: 
          
     
    
  
On r es la consigna de posició. 
B. Linealització per realimentació 
L’objectiu de la linealització per realimentació consisteix 
en transformar la dinàmica no lineal del sistema a una 
dinàmica lineal, per tal de poder utilitzar les tècniques de 
control convencionals[7]. 
El grau relatiu del sistema és dos, aquest correspon amb 
l’ordre del sistema, per tant es realitzar la linealització per 
realimentació Entrada-Sortida. La senyal de control es troba 
en l’expressió hi ha la no linealitat per eliminar la no 
linealitat s’ha de complir: 
   arcsin  
   
   
  
 
 S’utilitza la següent relació de transformació, per tal de 
relacionar l’entrada amb la sortida i linealitzar el sistema: 
 
      
      
 
Aquest canvi es un difeomorfisme. Aplicant el canvi al 
model del sistema s’obté: 
 
 
   
   
     
  
    
 
 
   
On v equival a: 
     
  
  
  
 
K representa la matriu de realimentació d’estats la qual fixa 
la dinàmica del model linealitzat. Desfent el canvi s’obté: 
   arcsin  
  
  
  
En aquest cas per calcular l’acció de control també resulta 
necessari tot el vector d’estats. Per tal de reconstruir-lo s’ha 
utilitzat l’estimador d’estats dissenyat anteriorment.  
 
VI. PROGRAMACIÓ DEL CONTROL 
Els algoritmes de control s’implementen en el 
microcontrolador de la placa FLEX Light. Aquest s’ocupa 
de: l’adquisició de les coordenades de la bola, el càlcul de 
la senyal de control, adequar i carregar la consigna als 
servomotors, l’estimació del següent estat, i comunicar-se 
amb el ordenador.  
Les quatre primeres operacions es realitzen de forma 
seqüencial i per tant s’han agrupat en una sola tasca. 
Aquesta és la tasca critica del sistema i per tan la seva 
prioritat és màxima. La freqüència en que s’activa és de 
25Hz.  
L’altra tasca que realitzar el microcontrolador consisteix en 
transmetre les variables d’estat del sistema mitjançant el 
protocol UDP. Presenta una prioritat inferior a la tasca de 
control. La freqüència en que s’activa es de 12.5Hz i 
presenta un offset respecte l’anterior tasca de 20ms.  
 
 
VII. INTERFICIE GRÀFICA 
La interfície gràfica s’ha programat utilitzant Visual Basic 
6.0. Aquesta realitza tres funcions bàsiques. La primera 
d’aquestes consisteix en registrar les dades provinents de la 
planta, la segona consisteix en mostrar per pantalla el valor 
instantani dels valors captats, finalment permet transferir 
les dades enregistrades a un servidor de MatLab, un cop 
s’han transferit les dades es poden utilitzar les funcions 
típiques de MatLab.  
 
 
 
En la Figura 3 es mostra una imatge de com és la interfície 
dissenyada. Els botons “Connecta”, “Off”, així com la 
casella Port, permeten gestionar la connexió amb la planta.  
Els quadres de text Posició x i y, i Velocitat x i y, mostren 
els valors instantanis de la posició i velocitat de la bola. Els 
gràfics de posició x i y enregistren la posició de la bola 
durant els últims 30 segons, permeten supervisar l’evolució 
de la posició de la bola. Finalment el botó “MatLab” 
transmet els valors de les variables enregistrades durant els 
últims 6 segons a MatLab, seguidament mostra una gràfica 
de MatLab amb l’evolució de la posició.  
 
VIII. RESULTATS EXPERIMENTALS 
A continuació es mostren els resultats obtinguts en la 
implementació dels controladors dissenyats en la 
plataforma “Amazing Ball”. Les figures principals pretenen 
mostrar el correcte funcionament del sistema de control.  
En la Figura 4 les condicions inicials del sistema són: posició 
x en -0.09m i velocitat inicial nul·la, la posició i velocitat 
en coordenada y són nul·les. La consigna és de 0m. El 
control utilitzat és el dissenyat per linealització aproximada 
i la dinàmica imposada és críticament esmorteïda amb els 
pols situats a -2.5. En la resposta sense filtrar l’estat 1 és 
directament la posició que transmet el sensor, i la velocitat 
es calcula com la derivada discreta de la posició. En la 
resposta utilitzant estimador s’ha utilitzat l’observador 
d’estats descrit en aquest document.  
Es pot observar com les respostes en posició són similars, 
tot i que utilitzant estimador s’arriba abans al valor desitjat i 
no conté tan soroll. Però la principal diferència es troba en  
l’acció de control, el sistema que no filtra el soroll un cop la 
posició ha arribat al règim estacionari continua variant la 
consigna que ens transmet al motor, en conseqüència el 
servomotor treballa innecessariament i a cops. Utilitzant 
l’estimador és soluciona aquest inconvenient. 
En aquesta figura també cal remarcar que la dinàmica 
dissenyada, críticament esmorteïda, coincideix amb la 
dinàmica resultant. L’error en règim estacionari és zero, per 
tant el control condueix a la posició consignada.  
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Figura  4 - Comparació de la resposta i de l’acció de control, en 
coordenada x, en funció del filtratge que s’aplica en la senyal provinent del 
sensor.  
Figura 3 - Imatge de la interfície gràfica 
 
 
Figura 5 – Resposta de les posicions del sistema utilitzant el controlador 
basat en la linealització per realimentació. 
 
 
 
Figura 6 – Resposta de les posicions del sistema utilitzant el control basat 
en la  linealització aproximada. 
 
 
En les Figures 5 i 6 es pretén establir una comparativa entre 
els dos tipus de controls dissenyats en aquest projecte. Per 
tal de poder-la realitzar s’ha fixat la mateixa dinàmica en 
els dos casos, dinàmica subesmorteïda amb un factor 
d’esmorteïment de 0.59, la consigna en coordenada x 
consisteix en una senyal quadrada la qual té el màxim 
superior a 0 i el inferior a -0.05, el seu període es de 9 
segons. La consigna per la posició y és fixa a -0.02m. 
En els dos casos l’error estacionari és zero, la dinàmica 
resultant és subesmorteïda, però el factor d’esmorteïment 
difereix lleugerament del fixat en el disseny. 
També es pot observar com el sistema està lleugerament 
acoblat, el transitori en l’eix x afecta a la dinàmica de la 
coordenada y, però el controlador d’aquest eix elimina 
l’error. D’aquesta forma és fixa la posició de la bola a la 
posició consignada. 
En la Figura 7 s’han representat els punts en que s’ha 
censat la posició de la bola durant 4.25 segons. Les 
referències utilitzades varien amb el temps. En la 
coordenada x la consigna fixada és una senyal sinus 
d’amplitud 0.04m i la velocitat angular és de 1.48 rad/s. La 
coordenada y presenta la mateixa amplitud i velocitat 
angular però està desfasada 90º. 
 
Figura 7 – Posicions adoptades per la bola al realitzar un seguiment de 
consigna sinus en les dos coordenades. 
L’algoritme de control utilitzat és el basat en la linealització 
aproximada i s’han emprat els mateixos pols que els de la 
Figura 6. 
La posició que adopta cada coordenada està desfasada 0.5 
segons respecte la consigna, ja que per un determinat 
instant l’algoritme de control calcula l’acció de control per 
eliminar l’error, però en l’instant següent la consigna ja ha 
canviat. S’ha ajustat el tracking per tal de que el sobrepuig 
coincideixi als 0.04m, aquest consisteix en multiplicar per 
un factor de correcció de 0.85 la consigna. 
 
IX. CONCLUSIONS 
L’objectiu del projecte consistia en regular la posició de la 
bola a partir de referències de tipus graó. Tal i com s’ha 
pogut observar en l’apartat VIII, els algoritmes de control 
descrits en aquest present treball permeten regular la 
posició de la bola en les seves dos coordenades de posició, 
amb error estacionari zero per consignes graó. 
Els dos tipus de controls produeixen unes respostes 
pràcticament idèntiques. Aquest fet és degut a que el rang 
en que opera el sistema és proper al punt en que s’ha 
realitzat la linealització aproximada. En conseqüència les 
diferències entre el control amb linealització aproximada i 
el control amb linealització per realimentació són mínimes. 
La dinàmica imposada al sistema mitjançant la matriu de 
realimentació d’estats s’aproxima a la dissenyada, tot i que 
en el cas de la resposta subesmorteïda els resultats 
obtinguts mostren que el factor d’esmorteïment de la 
resposta és lleugerament inferior al del disseny. Aquest fet 
és en part degut a: les no linealitats menyspreades en el 
modelat del sistema, la utilització d’estimadors d’estats 
lineal i el soroll residual.  
S’ha comprovat empíricament com utilitzant l’esquema de 
control típic de realimentació d’estats, si la referència es 
variable la resposta presenta un retard respecte la consigna. 
També s’ha contrastat la necessitat de filtrar les senyals 
provinents de la “touch screen” per tal d’obtenir una 
resposta més acurada i fer un ús més òptim dels actuadors. 
Com a treball futur destaquen les tasques de: comprovar 
com varia la resposta utilitzant un observador de tipus no 
lineal adequat a la planta, tenir en consideració elements 
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simplificats per tal d’obtenir una resposta més lineal 
utilitzant la linealització per realimentació, provar diferents 
sistemes de control els quals permetin el seguiment de 
referències variables com les que s’han provat en aquest 
treball. Referent al software desenvolupat, es poden 
realitzar futures ampliacions quant a comunicació amb la 
planta, de manera que la interfície no solament tingui 
funcions de visualització i enregistrament de variables, sinó 
que permeti transmetre consignes a la planta. 
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